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1 Einleitung

1.1 Die Frage

Man nehme eine Kamera, setze sie an eine beliebige Stelle des Weltalls, und betéti-
ge den Ausloser.

Was ist nach dem Entwickeln auf dem Film zu sehen?

Diese Frage darf, schrinkt man sie auf irdische Beobachtungsobjekte ein, als ge-
klart betrachtet werden. Heute ist jede bessere Grafikworkstation in der Lage,
die dreidimensionale Beschreibung einer beliebigen Szene in ein zweidimensionales
Abbild umzusetzen, das von der Wirklichkeit kaum zu unterscheiden ist.

Unser Gehirn und die géingigen Computergrafikalgorithmen gehen beim Be-
trachten einer Szene allerdings davon aus, dafl wir uns in einem euklidischen,
flachen Raum befinden, dafl Lichtstrahlen Geraden sind, daf sich alles, was wir
sehen, ,jetzt“ gerade und gleichzeitig ereignet, dafy die Zeit iiberall gleich schnell
ablauft, da3 wir die Farben des beobachteten Objekts so sehen ,,wie sie sind“.

Diese Voraussetzungen sind bei astronomischen Beobachtungsobjekten nicht
mehr erfiillt. In der N#he interessanter kosmischer Objekte (z.B. Schwarzer
Locher) hat die Raumzeit eine vollig andere Struktur, als wir sie aus dem Alltag
gewohnt sind. In der Umgebung massiver Sterne lduft das Licht auf gekriimmten
Bahnen, so dafl photografische Abbildungen erheblich verzerrt werden. Lorentz-
kontraktion und Aberration ergeben scheinbare Verdrehungen eines sich schnell
bewegenden Korpers. Die Photonen, die ein Bild erzeugen, also gleichzeitig bei
der Kamera ankommen, kénnen je nach Entfernung des Emissionspunktes zu un-
terschiedlichen Zeiten gestartet sein und damit bei grolen Objektgeschwindigkei-
ten vollig verschiedene Phasen einer zeitlichen Entwicklung reprisentieren. Farben
werden durch die Gravitationsrotverschiebung, sowie die durch Relativbewegung
von Kamera und Objekt verursachte Dopplerverschiebung verdndert.

Die Arbeitsweise unseres Gehirns und die gingigen Computergrafikalgorithmen
beruhen wie gesagt auf den oben genannten Voraussetzungen und fiithren daher zu
falschen Ergebnissen. Wir werden also mit zwei grundlegenden Problemen kon-
frontiert:

e Wie kommen wir zu einem physikalisch korrekten Bild?
e Wie bringen wir unser Gehirn dazu, dieses Bild richtig zu interpretieren?

Der erste Punkt soll in dieser Arbeit ndher beleuchtet werden. Es wird notwen-
dig, die Entstehung eines Bildes noch einmal vom physikalischen Standpunkt aus
griindlich zu untersuchen. Der zweite Punkt muf} leider jedem Leser selbst iiber-
lassen werden.



1.2 Zielsetzung

Das Ziel dieser Arbeit ist es, eine universelle Methode zu entwickeln (und als
Programm zu implementieren), um von einer als Ansammlung von Weltrdhren
gegebenen Szene, die sich in einer beliebigen gegebenen Metrik befindet, einen
Computer-Film zu berechnen, den eine auf einer ebenfalls gegebenen Weltlinie
befindliche Filmkamera aufnehmen wiirde.

Zur Realisierbarkeit eines solchen Projekts ist zu sagen, dafl die Computertech-
nologie erst seit kurzem die Moglichkeiten bietet, den enormen Rechenaufwand (im
Rahmen dieser Arbeit wurden ca. 10" Bildpunkte berechnet) in finanzierbarem
und erlebbarem Rahmen zu halten.

1.3 Motivation

In der Physik ist man immer bemiiht, eine Aussage kovariant zu formulieren, d. h.
sie so zu fassen, daf} sie unabhéngig von einer willkiirlichen Koordinatenwahl wird.
Dies fiihrt dazu, dafl physikalische Groflen mit mathematischen Konzepten wie
etwa dem des Tensorfeldes beschrieben werden.

Wir haben aber leider weder Sinnesorgane noch Mefgerite, um Tensorfelder
groBer als nullter Stufe direkt zu erfassen'. Wollen wir eine anschauliche, d. h. eine
unseren Sinnesorganen zugingliche, und nachmefibare, d.h. unseren Mefigeriten
zugéngliche Beschreibung eines physikalischen Vorgangs, so miissen wir uns mit
den Komponenten dieses Tensorfeldes, also den Projektionen auf eine frei wihl-
bare Basis begniigen. Dafl diese — im Grunde willkiirlichen — Zahlen fiir das
Verstindnis der Physik keinen grolen Wert haben, ist klar.

Auflerdem miissen wir unsere Kleinheit im Vergleich zu den Beobachtungsob-
jekten beachten. Wir sind nicht in der Lage, ein Tensorfeld als Ganzes zu erfassen.
Direkt zugénglich ist uns nur der Wert des Feldes, also ein Tensor, an dem Ort,
an dem wir uns gerade befinden.

Fiir eine anschauliche und kovariante Beschreibung bleiben uns also nur noch
Tensoren nullter Stufe, die Skalare. Genauer gesagt, skalare Funktionen der Ei-
genzeit des Beobachters. Die Sinneszellen unseres Korpers sind gebaut, um solche
Skalare (Temperatur, Helligkeit, Farbe, Schallpegel ...) zu registrieren.

Da ein Skalar einfach eine Zahl ist und dementsprechend wenig Informations-
gehalt hat, stellt sich die Frage, welches Sinnesorgan am besten geeignet ist, um
eine grofle Informationsmenge, bestehend aus vielen Skalaren, aufzunehmen.

Die Antwort ist klar. Unser Auge hat einige Millionen Sehzellen und ist dem-
zufolge in der Lage, ,mit einem Blick® einige Millionen Skalare zu erfassen. Ein
mit dem Auge oder einer Kamera aufgenommenes Bild bietet also die Kovarianz
eines Skalars bei millionenfacher Informationsdichte.

! Anmerkung: Die vom Auge wahrgenommenen Farben sind prinzipiell Elemente eines drei-
dimensionalen Vektorraums (s. Abschnitt 7.6). Da dieser Vektorraum kein Unterraum unserer
Raumzeit ist, konnen wir die Farbwahrnehmung in Bezug auf Koordinatentransformationen in-
nerhalb der Raumzeit als Skalar betrachten.



Beriicksichtigen wir noch unsere Fihigkeit, einen zeitlichen Ablauf zu erfassen,
kommen wir zu folgender These:

Ein von einer realen oder simulierten Filmkamera aufgenom-
mener Film ist die beste Moglichkeit, einen physikalischen
Vorgang anschaulich und kovariant darzustellen.

Mit ,,anschaulich® ist gemeint, daf3 wir das Sinnesorgan mit
der grofiten Informationsdichte, den Sehsinn, mit einer von
Kindesbeinen an geiibten Methode der Bildverarbeitung,
nimlich die Erfassung der Raumzeit-Struktur unserer Um-
welt, nutzen.

Mit ,,kovariant® ist gemeint, dafl die Darstellung unabhingig
von einem Koordinatensystem ist, da nur skalare Gréf3en, Hel-
ligkeit und Farbe, abgebildet werden.

Damit wire eine wissenschaftstheoretische Rechtfertigung fiir eine aus reiner
Neugier, Spieltrieb und Freude an bunten Bildern begonnene Arbeit gefunden.

Natiirlich gibt es auch eine Reihe von ,praktischen“ Anwendungen der ent-
wickelten Verfahren. Zu nennen wére etwa:

e Die Diagnostik beim Entwickeln und Austesten eines astrophysikalischen
Modells. Auf einem Bild kénnen Fehler, die durch eine falsche Geometrie-
beschreibung verursacht werden, sehr leicht erkannt werden.

e Die Berechnung von Lichtkurven. Von sogenannten Rdntgenpulsaren kénnen
wir periodische Rontgenpulse empfangen. Diese werden durch anisotrope Ab-
strahlung, verbunden mit der Eigenrotation des Sterns, verursacht. Die Form
dieser Pulsprofile wird von der gravitativen Lichtablenkung sehr stark beein-
fluflt.

Auf diese Punkte will ich in Kapitel 6 etwas niher eingehen.

1.4 Gliederung

Kapitel 2 ist eine Kurzeinfiihrung in die allgemeine Relativitdtstheorie. Es fafit im
Grunde nur Lehrbuchwissen zusammen und kann vom versierten oder mathema-
tisch nicht interessierten Leser iiberschlagen werden.

In dieser Arbeit mochte ich als Beispiel fiir eine gekriimmte Raumzeit nidher
auf die Schwarzschild-Metrik eingehen. Sie beschreibt die Raumzeitgeometrie um
eine kugelsymmetrische Massenverteilung, ein im Weltall recht hiufig auftretender
Fall. Thre Eigenschaften sind im Kapitel 3 genauer beschrieben.

Im Kapitel 4 mo6chte ich mich zusammen mit dem Leser ins Innere eines Schwar-
zen Loches begeben. Auflerdem ist dort die etwas ldngliche Rechnung aufgefiihrt,
wie man in Kruskal-Szekeres-Koordinaten von der Metrik zu den Christoffel-Sym-
bolen kommt.



Das Kapitel 5 ist das zentrale Kapitel dieser Arbeit. Es beschreibt, wie ein
Bild entsteht, warum das in der ,normalen“ Computergrafik iibliche Ray-Tracing-
Verfahren bei relativistischen Problemen versagt und was zu tun ist, um dennoch
zu einem korrekten Bild zu kommen.

Diese Methoden konnen jetzt auf verschiedene astrophysikalisch interessante
Szenarios angewendet werden. Einen Teil der bearbeiteten Projekte mdchte ich in
Kapitel 6 vorstellen.

Das Kapitel 7 geht auf die praktischen Aspekte ein. Bei einer solchen Arbeit
liegt der grofite Aufwand natiirlich nicht in der Entwicklung einer im Grunde
recht einfachen Theorie, sondern in der Bewéltigung vieler kleiner Probleme eher
organisatorischer und programmtechnischer Art, wie z. B. der Objektverwaltung
im Rechner, Rechenzeitoptimierung oder der Aufnahme eines Films.

Kapitel 8 fait die Grundideen der Arbeit kurz zusammen. Die interessante-
sten Ergebnisse — Ausschnitte aus den berechneten Filmsequenzen — sind im
Bildanhang A zu finden.



2 Mathematische Grundlagen der ART

Dieses Kapitel erhebt nicht den Anspruch auf mathematische Strenge oder Voll-
standigkeit. Es soll nur die wichtigsten Begriffe einfiihren und kurz erldutern.
Kenntnisse der speziellen und Grundlagen der allgemeinen Relativitéitstheorie
mochte ich voraussetzen. Der weitergehend interessierte Leser sei auf [MTW73]
und [THI77] verwiesen.

2.1 Notation

Ich verwende eine an [MTWT73] angelehnte Schreibweise:

Allgemeine Mengen: M,V

Menge der reellen Zahlen: R

Punkte auf einer Mannigfaltigkeit: P, Q

3-Vektor: xz
3-Vektorkomponenten: z (i,5,k = 1,2,3)
4-Vektor, 4-er 1-Form: T,w

4-Vektor-, 1-Formkomponenten: % wy (o, B, v =0,1,2,3)
Tensoren: T G
Tensorkomponenten: T%g

Skalar- oder inneres Produkt: (u,v)
Kovariante Ableitung von v: Vo

Kovariante Ableitung von v in Richtung u: Vv

AuBere Ableitung eines Skalarfeldes f: df

AuBere Ableitung eines Vektorfeldes wu: du

Fiir die Indizes von Vektorkomponenten in einer Koordinatenbasis verwende
ich hiufig auch die Bezeichnungen der entsprechenden Koordinaten, z. B. z!, 2",
2, z? statt 20, 2!, 22, 23,

Soweit nicht anders erwihnt, werden geometrische Einheiten verwendet. D. h.
die Lichtgeschwindigkeit ¢ und die Gravitationskonstante G' werden auf 1 gesetzt.

Die Signatur der Raumzeit sei (—, +, +, +).

2.2 Raumzeit

Die Raumzeit wird als vierdimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit M be-
handelt. Sie kann durch eine Menge vertriglicher Karten, einen Atlas, iiberdeckt
werden. Eine Karte (V, ®) ist ein Homdomorphismus ® einer offenen Menge V aus
M auf eine offene Menge des R™, wobei m die Dimension der Mannigfaltigkeit ist.
In unserem Fall ist m = 4.



2.3 Koordinatensysteme

In der Physik wird fiir Karte auch der Ausdruck lokales Koordinatensystem ver-
wendet. Ein Koordinatensystem ist also eine Abbildung, die jedem Punkt P der
Raumzeit ein Quadrupel 2% (P) zuordnet. Es wird nicht gefordert, daf§ ein Koordi-
natensystem die ganze Mannigfaltigkeit abdeckt (es ist zum Beispiel nicht moglich,
eine Kugeloberfliche mit nur einer Karte singularitétsfrei abzudecken). Man muf}
nur verlangen, da der Ubergang von einer Karte zu einer anderen eine stetig
differenzierbare Bijektion ist.

2.4 Tangentialraum

An jeden Punkt Py, der Raumzeit M kann ein sogenannter Tangentialraum, ein
vierdimensionaler Vektorraum V | angeheftet* werden.
In ihm sind die Tangentialvektoren zu einer Kurve P(\) durch Py definiert:

u = a'u, = (d/d)\)liings der Kurve P(\)-

Nach Einfiihrung einer Basis e, kann jeder Vektor in Komponenten zu dieser Basis
zerlegt werden:
u = ue,.

2.5 Dualraum

Der Dualraum V* zu einem Vektorraum V ist die Menge der linearen Abbildungen
p:V—R.

o heiflt auch 1-Form. Sie kann ebenfalls in einer Basis w® dargestellt werden:
¢ = w .

2.6 Koordinatenbasis

Eine oft verwendete Basis fiir 'V besteht aus den Tangentialvektoren e, an die
Koordinatenlinien:

0
e, = )
oxr™
Die dazu duale Basis w® des V* ist:
w, = dz°.
Sie ist mit e, durch
w(eg) = 0%

verkniipft.



2.7 Tensoren
Tensoren sind multilineare Abbildungen:

T: VixV'x..xV'xVxVx...xV—=R.
Sie kdnnen ebenfalls in einer Basis dargestellt werden:

T:To‘gea@)wﬂ.

2.8 Metrik

Um in der Raumzeit Abstéinde und Winkel messen zu kénnen, benotigen wir ein
inneres Produkt (u,v) von zwei Vektoren u und v. Dies ist durch den metrischen
Tensor g = gos w® ® w definiert:

(U, v) = gap u®?. (1)
Das Linienelement ist definiert als:
ds® = gop dz®da’. (2)

Zwei Beispiele: Fiir einen 2-dimensionalen euklidischen Raum mit kartesischen
Koordinaten z und y ist

1 0
Jir = ( 0 1) d32:dx2+dy2,

in Polarkoordinaten r und ¢:
0 r?

gir = ( L0 ) ds® = dr® + r’d¢’.

In einer 4-dimensionalen flachen Raumzeit hat die Metrik in Minkowski-Koordi-
naten ¢, z, y, z folgende Form:

-1 000
| o100 2 g0 2 2 2
95=| 0 0 1 0 ds® = —dt* + dz* + dy* + d=°. (3)
0 001

Wir sehen, daf3 die Metrik nicht mehr definit ist; g4 ist negativ.

Jede Metrik kann durch eine Koordinatentransformation in Diagonalform ge-
bracht werden. Ist p die Anzahl der positiven, n die Anzahl der negativen Diago-
nalelemente von g, so ist p der Indexr von g und p — n die Signatur von g. Die
Signatur ist eine Invariante unter orthonormalen Koordinatentransformationen.

Unsere Raumzeit hat die Signatur 2. In einer orthogonalen Basis ist das Lingen-
quadrat eines Basisvektors negativ, das Lingenquadrat der anderen drei Basisvek-
toren positiv oder umgekehrt (Konvention).

Wir empfinden denjenigen Basisvektor der Raumzeit als Zeitrichtung, dessen
Langenquadrat ein anderes Vorzeichen hat als das der anderen drei.

9



2.9 Tetraden

Fiir lokale Berechnungen ist es giinstig, ein lokales Orthonormalsystem, eine soge-
nannte Tetrade, zu haben. Die von einem Koordinatensystem induzierte Tetrade
ist bei einer diagonalen Metrik g,z einfach:

_ 0
€a = |gaa| 1/2%7 (4)

W = |gaalY? dz. (5)

2.10 Paralleltransport und kovariante Ableitung

Will man die Ableitung eines Vektor- oder Tensorfeldes v(P) bestimmen, so muf3
man die Differenz zweier Vektoren bilden, die an verschiedenen Punkten der Raum-
zeit sitzen. Zwei solche Vektoren konnen aber nicht unmittelbar miteinander ver-
glichen werden, da sie Elemente verschiedener Tangentialrdume sind.

Der eine Vektor muf} zuerst lings einer Kurve P(\) zum Ort des anderen Vek-
tors paralleltransportiert werden. Die kovariante Ableitung des Vektorfeldes v(P)
in Richtung des Tangentialvektors w = dP/dA an die Kurve P()) ist dann:

{’U[P (8)]nach P(0) paralleltransportiert — U[P(O)] }

(Vu,‘v)p(g) = lim

e—0 £

Paralleltransport heifit einfach, dafl ein Physiker in einem lokalen Lorentz-System
die Komponenten des Vektors bei einer Verschiebung unverdndert 148t.

Wie ein System von Basisvektoren bei einer infinitesimalen Verschiebung ver-
andert wird, kann durch die sogenannten Konnezxionskoeffizienten oder Christoffel-
Symbole I'* g, beschrieben werden:

gy = (w", V,€p). (6)

Die Christoffel-Symbole lassen sich lokal aus einer gegebenen Metrik berechnen:
Fupy = %(gﬂﬁﬁ + 918 = 9Byan)> (7)
Iy = g™ sy (8)

Die kovariante Ableitung in Komponenten ist dann:

VuT = (T%u") e ® WP, (9)
mit
Ty =T+ I T = I, T (10)
Eine andere Schreibweise fiir die kovariante Ableitung in Komponenten ist
o DT%
T 5;7“7 = d\ :
10



2.11 Geoditen

Eine Geodite ist eine Kurve P()), die ihren Tangentenvektor u = dP/d\ lings
sich selbst paralleltransportiert:

In Komponenten, bezogen auf ein Koordinatensystem z*(P) in dem u® =
dx®/d\ ist, gilt:

D(dz®/dX\)  d(dz®/d\) dz? dx”

[0}

X o e =Y

oder kurz mit 2% = dz®/dA:

i+ I, 7737 = 0. (12)

Dies sind die fiir diese Arbeit grundlegenden Gleichungen, da sich das fiir die
Photographie erforderliche Licht lings solcher Geoditen ausbreitet (s. Abschnitt
2.14). Es sind vier gekoppelte nichtlineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung,
die sich aufer fiir den trivialen Fall I'®3, = 0 im allgemeinen nicht analytisch 16sen
lassen.

2.12 Riemann-Tensor

Der Riemann-Tensor R beschreibt die relative Beschleunigung benachbarter Geo-
déten und damit auch die durch Gravitation verursachten lokalen Krifte und Span-
nungen innerhalb eines ausgedehnten Korpers, die sogenannten Gezeitenkrifte.
Man betrachte eine Schar von Geodéten P(A,n) (n ist der Scharparameter).
Mit
u = 0P/o\ und n=09JP/on

gilt fiir die Beschleunigung eines benachbarten Testteilchens V,, Vyn:
VuVun + R(...,u,n,u) =0,

in Komponenten:
D?*n®
W + Raﬁwguﬂn”’u‘; =0.

Die Komponenten von R lassen sich aus den Christoffel-Symbolen berechnen:

0I5 _ Oy |

R0 = oz oz

/w]wﬂﬁ - Fauélwﬁv-

11



2.13 Einsteinsche Feldgleichungen

Die Einsteinschen Feldgleichungen beschreiben den lokalen Zusammenhang zwi-
schen Masse- und Energieverteilung und der sich daraus ergebenden Metrik der
Raumzeit:

G = 8rT. (13)

Dabei ist T der Energie-Impuls-Tensor.
G ist der Einstein-Tensor, dessen Komponenten G, aus dem Riemann-Tensor
R berechnet werden kénnen:

1
Gaﬁ - Raﬁ - §gaﬁR; (14)

wobei

Raﬁ = R“auﬁ und R = R“u.

Fiir eine gegebene Materie- und Energieverteilung T'(P) erhalten wir dann iiber
G - R — I' — g die Metrik g.

2.14 Lichtausbreitung

Licht breitet sich im Vakuum auf sogenannten Nullgeodditen aus, d.h. der Tangen-
tenvektor u an die Geodéte ist ein Nullvektor (u? = 0). Der Verlauf der Photo-
nenbahn wird durch die Geodéitengleichung (Gleichung (12)) bestimmt.

2.14.1 Gravitative Rotverschiebung und Dopplereffekt

Die Energie eines Photons mit dem 4-Energie-Impuls-Vektor p steckt in der p°-
Komponente. Sie verdndert sich, folgt man der Geoditengleichung, geméfl dem
Gravitationspotential.

Die Energie des Photons, gemessen im Bezugssystem eines sich mit der 4-
Geschwindigkeit u fortbewegenden Beobachters, ist:

EPhoton = <p, ’U,> (15)

Die Frequenz des Lichts ist w = Epnoton/h-
Zwei Beobachter mit den 4-Geschwindigkeiten wu,, us, die ein vorbeifliegendes
Photon betrachten, messen ein Frequenzverhéltnis

ﬂ — <p7 ’U,1>
%) <p7 ’U,2>‘
12



3 Die Schwarzschild-Metrik

Die Schwarzschild-Metrik beschreibt die Raumzeit-Geometrie um eine kugelsym-
metrische nichtrotierende Massenverteilung und wurde als erste exakte Losung der
Einsteinschen Feldgleichungen von Karl Schwarzschild kurz nach der Verdffentli-
chung von Einsteins Arbeit zur allgemeinen Relativitdtstheorie angegeben.

3.1 Metrik

Die Metrik im Aulenraum des Zentralkorpers ist ausschliefllich durch dessen Ge-
samtmasse M bestimmt. Das Linienelement dieser Metrik kann beispielsweise so
geschrieben werden:

-1
ds® = — (1 _ ¥> di? + (1 - ¥) dr? + r2(df? + sin>0d¢?).  (16)
Hier wurde ein Koordinatensystem und eine Koordinatenbenennung gewihlt, die
eine Ahnlichkeit zu den in einer flachen Raumzeit bei kugelsymmetrischen Proble-
men iiblicherweise verwendeten Kugelkoordinaten suggerieren. Die ¢-Koordinate
entspricht der Eigenzeit eines im Unendlichen sitzenden Beobachters. Die 7r-
Koordinate ist durch den Umfang 277 eines Kreises bzw. die Oberfliiche 4772 einer
Kugelschale um den Koordinatenursprung bestimmt. Die Metrik ist unabhéngig
von ¢.

Storend erscheint zunéchst, dafl die Koeffizienten ¢ und g,, bei r = 2M sin-
guldr werden. Wie sich im néchsten Kapitel herausstellen wird, ist das aber nur ein
Problem dieses Koordinatensystems und kann durch eine andere Koordinatenwahl
behoben werden.

Die Wahl des Koordinatensystems und die Benennung der
Koordinaten ist reine Konvention! Auch ob eine Koordina-
te eine Zeit- oder Raumkoordinate ist, entscheidet nicht die
Benennung mit dem Buchstaben ¢ oder r, sondern allein die
Zeit- oder Raumartigkeit des entsprechenden Basisvektors.

Die Wichtigkeit dieses Satzes wird sofort einsichtig, wenn man zu r-Werten klei-
ner 2M iibergeht. Jetzt ist auf einmal ¢, < 0 und g, > 0, e, damit ein zeitartiger
und e; ein raumartiger Vektor. e, zeigt in die Vergangenheit, der Lauf der Zeit
wird also durch eine abnehmende r-Koordinate charakterisiert, e; wird von einem
Beobachter als dritte Raumkoordinate empfunden. Da die Metrik von r abhéingt,
heifit das, dafl die Metrik fiir » < 2M zeitabhiingig und mit fortschreitender Zeit,
d.h. fir r — 0, singulér wird.

Bleiben wir zunéchst auflerhalb dieser gefihrlichen Zone. Fiir r > 2M ist ¢ die
Zeitkoordinate, die Metrik ist zeitunabhéngig. Sie konnte z. B. mit einem statischen
Geriist von Meterstiben vermessen werden.
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3.2 Christoffel-Symbole
Die Christoffel-Symbole I'*g,, lassen sich nach Gleichung (7) berechnen:

ry,. =rt, = %(ng>i (17)
-1
IMeg = —(r—2M), (20)
My = —sin?0(r —2M), (21)
Iy =1%, :%, (22)
s, = —sinf cosé, (23)
[P =T% = %, (24)
%4 =1T%, = cotf. (25)

3.3 Lichtausbreitung
Licht breitet sich gem#fl der Geodétengleichung aus (s. Abschnitt 2.14):

P4 Iy i 37 = 0.

Nach Einsetzen der oben angegebenen Christoffel-Symbole erhalten wir fiir die
Photonenbahnen folgende Differentialgleichungen:

. 2M 2MN\ .
-1

f:—%@—%®#+%@—%® 72

r? T r? T

+ (r — 2M) (6 + sin® 0 ¢?), (27)

0 = —29f+sin9 cos 0 ¢?, (28)

r
; 2 . ..
o = — or — 2 cot 6 ¢h. (29)

In Abb. 1 sind einige Photonenbahnen dargestellt. Die Lichtquelle ist 6 von
dem in der Bildmitte befindlichen Zentralkérper entfernt. Wir erkennen, dafl es
zwei Klassen von Bahnen gibt, solche, die sich dem Stern bis zu einem Umkehr-
punkt ndhern, um dann wieder im Unendlichen zu verschwinden und solche, die
im Koordinatenursprung enden. Die Grenzlinie liegt bei r = 3M. Dort sind fiir
Photonen (instabile) Kreishahnen méglich.
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Abb. 1: Photonenbahnen in der Schwarzschild-Metrik
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4 Schwarze Locher

Ein Schwarzes Loch ist das Endstadium eines unter seinen Schwarzschildradius
r = 2M kollabierenden Sterns.

Dafl die Singularitit der Schwarzschild-Metrik in Schwarzschild-Koordinaten
bei r = 2M keine Singularitit der Raumzeit ist, wird ersichtlich, wenn wir den fiir
Gezeitenkrifte allein zustdndigen Riemann-Tensor R betrachten. Seine Kompo-
nenten sind ~ M/r3, sie sind also bei 7 = 2M reguliir. Springen wir als wagemuti-
ge Astrophysiker in ein Schwarzes Loch hinein, so bemerken wir beim Durchgang
durch r = 2M keine Anderung unserer lokalen Umgebung. Erst bei r = 0 stoBen
wir auf eine wirkliche Singularitit der Raumzeit (wenn wir von — heute noch
nicht verstandenen — Quanteneffekten absehen). Dort werden die Gezeitenkrifte
unendlich, jede denkbare Struktur 16st sich auf.

4.1 Kruskal-Szekeres-Koordinaten

Da die bisher verwendeten Schwarzschild-Koordinaten bei r = 2M singuldr wer-
den, miissen wir zum Studium eines Schwarzen Loches auf ein anderes Koordina-
tensystem {ibergehen. Geeignet sind z.B. die Kruskal-Szekeres-Koordinaten v, u,
f und ¢. Deren Komponenten u und v hingen in dem uns zugéinglichen Teil der
Welt (v > —u) wie folgt mit den Schwarzschild-Koordinaten r und ¢ zusammen:

u = (r/2M —1)Y2er/*M cosh(t/AM) | ..

v o= (r/2M — 1)2 /M ginh(t/ang) [ TET > 20 (30)
= (1—r/2M)Y2 e /MM ginh(t/AM) | ..

v = (1—r/2M)Y2e/*M cosh(t/4M) fir r <2M. (31)

Fiir v < —u gelten die gleichen Formeln, nur mit umgekehrten Vorzeichen. Die
Transformation ist in Abb. 2 dargestellt.
Die inverse Transformation ist:

(r/2M — 1) /M =2 — 22, (32)
. { 4M tanh *(v/u) fiir r > 2M

4M tanh *(u/v) fiir r <2M - (33)

Die Gleichung fiir r ist leider nur implizit gegeben, die Ableitungen 0r/dv und

Or/du konnen aber explizit berechnet werden:

or 8M2e~r/2M or  8M?2er/2M (34)
— =V — = —U.
ov r ’ ou r

Die Winkelkoordinaten # und ¢ sind gleich den entsprechenden Schwarzschild-
Koordinaten.
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r=2M, t=—o00

7“:2.1M\
r=2.5M

t=—2.5M

t=0
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t=—25M t=—M
t=0

v r=1.9M r=2M, t=+4o0

t=M t=2.5M r=0 'r‘=1.5M| /T‘=2.1M
r=2.5M

r=3M
t=2.5M

—<
IR/

\1\/,‘

>
ps

r=2M, t=4o0

t=0
t=2.5M t=M

t=—M

Weltlinie
mit
Lichtkegel

t=—2.5M

t=—M t=—2.5M r=0 r:1.5M| \r:2.1M
r=1.9M r=2M, t=—cc

Abb. 2: Kruskal-Szekeres-Koordinaten. Die eingezeichnete Weltlinie ist die eines abt = —5,r = 3

frei fallenden Korpers.
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4.2 Das Linienelement in Kruskal-Szekeres-Koordinaten

Das Linienelement hat folgende Form:
ds? = (32M3 r) e /M (—dv? + du?) + r*(dh? + sin® 0 dp?), (35)

wobei 7 implizit durch Gleichung (32) gegeben ist.

Die Singularitit bei r = 2M ist verschwunden. Auf der gesamten Mannigfal-
tigkeit ist e, zeitartig und e, raumartig. Damit sind v die Zeit- und u, # und ¢ die
drei Raumkoordinaten. Da ¢,, = —gy, gilt, ist die Kausalstruktur gleich wie im
Minkowski-Fall. Im u-v-Diagramm (Abb. 2) wird der Lichtkegel durch 45°-Geraden
aufgespannt. Weltlinien laufen von unten nach oben und bilden mit der v-Achse
einen Winkel kleiner 45°.

4.3 Christoffel-Symbole

Da die Metrik kugelsymmetrisch ist, konnen wir uns bei der Rechnung auf eine
Ebene durch den Koordinatenursprung, z. B. die Aquatorebene, beschrinken. Mit

ky = (32M3)r) e "/?M

ist die Metrik:

-k 0 O
Jap = 0 kl 0 ) 0575 =v,Uu, ¢
0 0 r?

Fiir die Berechnung der Christoffel-Symbole benétigen wir die Ableitungen gqs.:
Mit
64M*(2M + r)e"/M

K = 3 Ky =8MPe M
15t ok Ok, ,
B0 = 2kjv, 0 —2kju

und

ag;" = —% = +2k\u,

ag;j“ = +% = +2k{v,

agZ“ = +% — —2Klu,

% = 27"% = —2kqv,

% = 27"% = 2kyu.
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Mit Gleichung (7) kénnen jetzt die Christoffel-Symbole berechnet werden:

10
FUUU = +§ agzv = kllva
10g
Fvvu = Fvuv = 5 a::} = +k,1ua
1 0guu
Fvuu = _5 o = klﬂ)a
1 Oguu
1 Oguu
Fuuv = Fuvu = 5 v = +k,17),
1 Oguy
Fuvv = _5 ou = kiua
10g
Tuss = =59, = +hav
1 8g¢¢
Tus = ~379, = v
1 8g¢¢
Lopn = Toup = +575 5 = —kyv,
10g
Da die Metrik diagonal ist, gilt:
vvU — 1
Fvozﬁ =g F'uaﬂ = Gwv lpvaﬁ = _k_lpvocﬁa
uu — 1
Fuozﬁ =g F’u.ozﬁ = Guu 1Iﬂuoz[i = k_lruocﬁa
-~ 1
s = 9"Tgap = 9os  Tpap = 2T 008,
und mit:
k' 2M(2M + r)e /2M
ci=— =
po_ky
Rl s Te
1
 ky 8M2e"/2M
2T 2T T 2

ergeben sich die von 0 verschiedenen g, zu:

FUUU = +cv,
v o __ W _
Fvu—sz = —Cu,

v

F'u,u = +cv,
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I'. = —cqu, (42)
Iy, =I", = +cv, (43)
r, = -cu, (44)
Mgy = —cyv, (45)
Iy = —du, (46)
I%=T%, = —cw, (47)
I =T%, = +ecu. (48)

4.4 Geodiaten

Wie in den Schwarzschild-Koordinaten kann jetzt eine Geodétengleichung aufge-
stellt werden:
i+ I, 2737 = 0.

Fiir die einzelnen Komponenten erhalten wir dann mit den I3, aus Gleichung
(39)ff folgende Differentialgleichungen:

b= e [2uii — v(0? + i@?)] + cug?, (49)
= —c; [2000 — u(0? + @?)] + ¢ ug?, (50)
= 2620 (v0 — utr). (51)

4.5 Tetraden

Die von den Kruskal-Szekeres-Koordinaten induzierte Tetrade ist:

€, = k171/2av7
€, = k171/2aua

1
€y — _697
r
1
= Op.
€s rsin ¢
Die dazu duale Basis ist:
w' = k'?dv,
w' = k'?du,
w' = rdo,
w? = rsinfdo.

4.6 Gravitationskollaps

Da innerhalb des Ereignishorizontes keine statischen Objekte bzw. Beobachter
mehr moglich sind (auf jeder moglichen, d.h. zeitartigen Weltlinie nimmt die r-

oY
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Koordinate in endlicher Eigenzeit auf 0 ab), mufl zur Beobachtung ein bewegtes
(kollabierendes) Objekt gewihlt werden.

Der Kollaps eines Sterns mit einigen Sonnenmassen ist sehr kompliziert, da die
Sterndichte schon vor dem Erreichen des Schwarzschildradius ein Vielfaches der
Dichte von Atomkernen erreicht und die Materiezustandsgleichungen in diesem
Bereich noch nicht sehr gut verstanden werden.

Dieses Problem kann man umgehen, wenn man eine Gaswolke von der Masse
unserer Galaxis kollabieren 1&8t. Dann liegt die Dichte beim Erreichen des Schwarz-
schildradius bei der Dichte von Luft (=~ 1073 g/cm?) und der Innendruck kann
vernachléssigt werden.

Der einfachste Fall ist also eine kugelsymmetrische kollabierende Staubwolke
mit homogener Dichte und verschwindendem Druck. Da die Teilchen der Stern-
oberfliche durch keine Kraft gebremst werden, fallen sie frei lings einer radialen
Geodéten nach innen.

Die Dauer (Eigenzeit an der Sternoberfliche) des freien Kollapses ist interes-
santerweise nur von der Anfangsdichte py abhéngig ([SEX87] S. 262ff):

—1/2
r=21-10%s. [ -2
g/cm?

Fiir einen Stern von etwa der Dichte der Sonne ergibt sich eine Kollapszeit von ca.
einer Stunde; ein typischer Neutronenstern mit einer Dichte von 10'® g/cm? wiirde
nach Ausschalten der inneren Krifte in ca. 100 us kollabieren, die oben genannte
Staubwolke mit der Dichte von Luft in etwa einem Tag.
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5 4D-Ray-Tracing

Um von einer gegebenen dreidimensionalen Szene ein zweidimensionales photo-
realistisches, d.h. einer photographischen Aufnahme gleichendes Bild zu erhal-
ten, wird in der Computergrafik gern das sogenannte Ray-Tracing-Verfahren an-
gewandt.

5.1 Das Prinzip

Ray-Tracing ist eine Abbildung der Filmfliche auf die darzustellenden Objekte.
D.h. zu jedem Punkt der Filmfliche wird die Herkunft eines dort auftreffenden
Lichtstrahls gesucht.

Dazu wird die Filmfliche in einzelne Pixel aufgeteilt. Zu jedem Pixel bestimmt
man dann den Richtungsvektor des Lichtstrahls, der durch das Objektiv auf die-
sen Punkt trifft. Dieser Richtungsvektor wird nun von der Kameraposition aus
riickwérts verfolgt, bis entweder ein Objekt getroffen wird, oder man wieder so
weit von der darzustellenden Szene entfernt ist, dafl kein Treffer mehr moglich
ist. Bei einem Treffer erhélt das Pixel, von dem man gestartet ist, die Farbe des
Objekts am Auftreffpunkt.

In ,normalen“ Computergrafikanwendungen kann die Lichtlaufzeit im Vergleich
zu den Bewegungen der Objekte bzw. der Kamera vernachlissigt werden. Es geniigt
daher im dreidimensionalen Raum die Schnittpunkte der Lichtstrahlen mit stati-
schen Objekten zu suchen.

Hier dagegen, wo Objekt- und Kamerageschwindigkeiten in die Ndhe der Licht-
geschwindigkeit riicken, spielen die Relativititstheorie sowie Lichtlaufzeiteffekte
eine grofle Rolle (die ,Dauer“ — Eigenzeit an der Sternoberfliche — eines Gra-
vitationskollapses liegt in der gleichen Grolenordnung wie die Lichtlaufzeit durch
das System).

Die Losung ist einfach: Wir nehmen die Zeitdimension hinzu und betreiben das
Ray-Tracing in einer jetzt statischen vierdimensionalen Raumzeit. Mit ,statisch®
ist gemeint, dafl} die vierdimensionale Beschreibung der Szene als Ansammlung
von Weltréhren im Gegensatz zur dreidimensionalen Darstellung nicht mehr die
Funktion eines duferen Parameters (der Zeit) ist. Gesucht sind also die Schnitt-
punkte der in die Vergangenheit extrapolierten Weltlinien der Photonen mit den
Weltlinien der darzustellenden Objekte. Fiir eine zweidimensionale Raumzeit ist
dies in Abb. 3 dargestellt. Das Ereignis A auf der Weltlinie der Kamera ist der
Empfang eines Photons, dessen Emission beim beobachteten Objekt das Ereignis
A’ darstellt.

In einem flachen Raum bzw. einer flachen Raumzeit ist es moglich, diese
Schnittpunkte mit Methoden der linearen Algebra bzw. der projektiven Geome-
trie direkt zu berechnen. In einer gekriimmten Raumzeit dagegen miissen wir die
Photonenbahnen durch Integration der Geodétengleichung bestimmen.

In den néchsten Abschnitten mo6chte ich die Einzelheiten des von mir entwickel-
ten Verfahrens etwas genauer darstellen.
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Weltlinie der Kamera

Riickwértslichtkegel der Kamera

OI

Weltlinie des Objekts

BI

AI X

Abb. 3: Ray-Tracing in einer zweidimensionalen Raumzeit

5.2 Die Kamera

Als Kamera verwenden wir eine Lochkamera. Vor dem Film ist im Abstand der
Brennweite b ein Loch angeordnet (s. Abb. 4).

Um die Lichtstrahlen in der Kamera beschreiben zu kénnen, fiihren wir ein loka-
les kartesisches (Lorentz-) Koordinatensystem ein. Der Film (Grofle in dimensions-
losen Einheiten: 1-1) liegt in der z-y-Ebene (—0.5 < z < 40.5, —0.5 <y < +0.5),
das Objektiv (Loch) im Punkt (0,0,b), wobei b die Kamerabrennweite ist. Das
Pixel auf der Filmebene mit den Koordinaten (x,y) wird von einem Lichtstrahl
mit dem Richtungsvektor k = (x,y,—b) getroffen.

Wir normieren den so berechneten Richtungsvektor k auf 1 und ergdnzen ihn
um die £°-Komponente 1 zu einem 4-Vektor k.

Dieser Vektor k ist dann der 4-Wellenvektor eines Photons (k* = 0) mit der
Frequenz w = k% = 1 und dem riumlichen Richtungsvektor, der durch das Objek-
tiv in Richtung auf das gewiinschte Pixel zeigt. Er kann somit als Tangentenvektor

0P

k=

an die zu dem zu berechnenden Bildpixel fithrende Photonenbahn P()\) dienen.
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Abb. 4: Das Prinzip einer Lochkamera

Seine Komponenten im Kamerakoordinatensystem seien k. Der dazugehérende
Energie-Impuls-Vektor ist p = hk.

Als Brennweite b wurde in den meisten Filmen der Wert, 2 verwendet (das ent-
spricht bei einer Kleinbildkamera etwa einem Normalobjektiv). Fiir die Lichtkur-
venberechnungen werden ein grofler Abstand und eine grofle Brennweite verwendet,
um perspektivische Verzerrungen zu vermeiden.

5.3 Der Beobachter

Als néchstes miissen wir festlegen, wann und von wo aus die Aufnahme gemacht
werden soll. Wir geben in einem geeigneten globalen Koordinatensystem die Ka-
meraposition z;® und -geschwindigkeit v, sowie die Kameraausrichtung dj vor.

Die Lorentztransformation A, die die Komponenten k* vom Kamerakoordi-
natensystem in das globale Koordinatensystem transformiert, setzt sich aus einer
Rotation R, die die z-Achse des Kamerakoordinatensystems in Richtung von @y
dreht, und einer Geschwindigkeitstransformation L mit der Kamerageschwindig-
keit ¥ zusammen (A = LR). Damit lassen sich dann die Komponenten von k im
globalen Koordinatensystem berechnen:

E* = A®, k.

5.4 Die Photonenbahn

Um die Herkunft des Photons zu ermitteln, miissen wir die Geodétengleichung

i+ %, 3°37 =0
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mit den Anfangswerten
2o% = 1% und To% = k°

zu negativen Bahnparametern hin integrieren, bis die Weltlinie *()\) des Photons
die Weltrohre eines Objekts schneidet.

Bei dieser Integration kann es durchaus passieren, dafl wir unterwegs das Ko-
ordinatensystem wechseln miissen. Betrachten wir z. B. einen Beobachter, der
von weitem einem Gravitationskollaps zuschaut. In groflerer Entfernung vom
Stern kann die Photonenbahn in Schwarzschild-Koordinaten beschrieben werden.
Kruskal-Szekeres-Koordinaten sind hier nicht geeignet, da, wie man aus den Trans-
formationsgleichungen (s. Gleichung (30)) ersehen kann, die Zahlenwerte fiir u
bzw. v aufgrund der exponentiellen Abhéngigkeit von r und ¢ leicht den Zah-
lenbereich eines jeden Rechners sprengen wiirden. In der Ndhe von r = 2M
werden die Schwarzschild-Koordinaten unbrauchbar, da dort die I'®g, divergie-
ren. Die Kruskal-Szekeres-Koordinaten dagegen verhalten sich ordentlich. Das
bedeutet, dafl wir irgendwo dazwischen (im einem Bereich, in dem sich beide
Koordinatensysteme gesittet benehmen) von den beim Beobachter verwendeten
Schwarzschild-Koordinaten auf die in der N&he des Sterns notwendigen Kruskal-
Szekeres-Koordinaten iibergehen miissen.

5.5 Objekte

Die Weltréhren der abzubildenden Objekte sind durch Abstandsfunktionen D(P)
gegeben. D(P) sei eine monotone Funktion des raumartigen Intervalls zwischen
dem Ereignis P und einem (ungeféhr , gleichzeitigen*) Ereignis Q auf der Weltréhre
des Objekts, wobei D(P) < 0, wenn P innerhalb, D(P) = 0, wenn P auf der
Oberfliche und D(P) > 0, wenn P auBerhalb des Objekts liegt.

Setzen wir fiir P die Bahn des Photons P(\) ein, so sind die Bahnparameter der
gesuchten Schnittpunkte der Photonenweltlinie mit der Objektweltréhre einfach
die Nullstellen von D(P())).

Da ein Objekt O auch durchscheinend sein kann, miissen sowohl Eintrittspunkt
P(A;) des Photons in das Objekt, als auch Austrittspunkt P(),) aus dem Objekt
berechnet werden. Ich mochte hier das Tupel (O, A;, \,) als Schnitt bezeichnen.

Fiir eine gegebene Photonenbahn P(\) berechnen wir sémtliche Schnitte mit
allen abzubildenden Objekten und sortieren sie nach aufsteigenden A-Werten. Jetzt
suchen wir in dieser Liste von oben, d.h. von dem dem Beobachter am n#chsten
liegenden Schnitt, das erste undurchsichtige Objekt. Alle nachfolgenden (kleinere
A-Werte) Schnitte kénnen, da sie nicht sichtbar sind, aus der Liste entfernt werden.

Diese Liste stellt die Schnittstelle zur Physik des Emissions- und Absorptions-
verhaltens der beobachteten Korper dar. Sie wird jetzt einer Routine iibergeben,
die fiir jedes Listenelement den Beitrag zum Gesamtspektrum des bei der Kamera
ankommenden Lichtstrahls berechnet.
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Diese Routine ist an sich nicht Thema dieser Diplomarbeit, sie wird von dem
zu visualisierenden astrophysikalischen Modell vorgegeben. Die zwei folgenden Ab-
schnitte enthalten nur ein paar grundsitzliche Anmerkungen dazu.

5.6 Objektsystem

Ist die Photonen-Emission eines Objekts richtungsabhingig, mufl der Wellenvektor
k noch ins Ruhesystem des Objekts transformiert werden. Der rdumliche Anteil
von k, der dreidimensionale Wellenvektor £, zeigt dann in Emissionsrichtung.

5.7 Emission und Absorption

Einen Photonenstrom koénnen wir kovariant durch eine Verteilungsfunktion F', die
Photonenzahl pro Phasenraumvolumen, beschreiben (s. [MTW73] S. 583ff). In
einem lokalen Lorentzsystem héngt diese mit der Intensitit wie folgt zusammen:

I
= A

Im Vakuum bleibt F' ldngs einer Photonenbahn konstant. In einem durchscheinen-
den Medium gilt folgende Differentialgleichung:
dF
— = —kF . 52
Y +Q (52)
Die Groflen k£ und @ beschreiben Absorption und Emission im Medium. In einem
lokalen Lorentzsystem lautet diese Gleichung:
dl
— =—kl +e
15 Kl +€
k ist der Absorptionskoeffizient, € die Emissivitéit (erzeugte Energie pro Zeit, Vo-
lumen, Frequenzbereich und Raumwinkel). Diese Emissivitdt beinhalte auch die
Einstreuung aus anderen Richtungen in Strahlrichtung. Der Zusammenhang mit
den Groflen k£ und @ ist durch

€

k= EPhotonK; und Q = h31,2

gegeben.

Um die Intensitdt am Austrittspunkt eines durchscheinenden Objekts zu er-
halten, integrieren wir Gleichung (52) mit dem Anfangswert F(P();)) lings des
Lichtstrahls vom Eintrittspunkt P();) bis zum Austrittspunkt P()\,).

Interessiert man sich nur fiir die durch Dopplerverschiebung bzw. gravitative
Rotverschiebung verursachte Frequenzénderung, so kann man die Frequenzen des
Objektfarbenspektrums einfach mit dem Faktor

f o EAbsorption

EEmission
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multiplizieren. Dabei ist

Eapsorption = Photonenenergie im Ruhesystem der Kamera,

Egnission = Photonenenergie im Ruhesystem des Objekts.

Evsorption Wird durch den Energie-Impulsvektor des Photons am Ort der Ka-
mera bestimmt. Fgypission 148t sich einfach aus dem Photon-Energie-Impuls-Vektor
p = hk und der 4-Geschwindigkeit u der Lichtquelle bestimmen (s. Abschnitt
2.14):

EEmission = <p, ’U,>

Wir setzen am Ort der Kamera £° = 1, damit ist Eapsorption = 7 und f = 1/(k, u).

5.8 Die Photonenbahn (zum zweiten)

Wir verfolgen jetzt den Lichtstrahl ausgehend von dem am weitesten entfernten
Objekt (dem ersten Eintrag der Liste) wieder zur Kamera zuriick. Dabei inte-
grieren wir in allen durchlaufenen Objekten die Emission und Absorption gem#fl
Gleichung (52) auf, um am Ende, wenn wir wieder bei der Kamera angelangt sind,
das Spektrum zu erhalten, das aus der Richtung dieses Lichtstrahls kommt.

5.9 Das Pixel

Dem Pixel, von dem wir gestartet sind, geben wir nun eine aus dem berechneten
Spektrum abgeleitete Farbe.

Falls wir einen Spektralbereich abbilden wollen, der auflerhalb des sichtbaren
Bereichs liegt (z. B. den Rontgenbereich), miissen wir das Spektrum zuerst in den
sichtbaren Bereich transformieren (z.B. mit I(v) — I(kv)).

Das so erhaltene Spektrum 7(v) enthélt viel mehr Information, als unser Auge
erfassen kann. Da dieses, wie die Farbenlehre lehrt, nur fiir drei unterschiedliche
Farben empfindlich ist, geniigt es, I(r) auf einen dreidimensionalen Untervektor-
raum zu projizieren. Der so berechnete dreidimensionale Farbvektor kdnnte in einer
entsprechenden Basis als Komponenten etwa die Amplituden eines RGB-Signals
fiir einen Farbbildschirm enthalten. Auf das Thema der Farbdarstellung mé6chte
ich in Abschnitt 7.6 noch einmal genauer eingehen.

5.10 Das Bild

Den in den letzten Abschnitten beschriebenen Algorithmus wenden wir nun auf
alle Pixel des Bildes an.

5.11 Der Film

Wir unterteilen die Eigenzeit 7 der Kamera in dquidistante Zeitschritte A7 (fiir
einen Videofilm wire A7 = 1/25s). Fiir jeden Zeitschritt berechnen wir ein Bild
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mit Kameraposition x;*(7), -geschwindigkeit #(7) und -ausrichtung @y (7). Nach
Zusammenkleben aller Bilder erhalten wir den gewiinschten Film.
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6 Anwendungen

In diesem Kapitel mochte ich einige Anwendungen der oben beschriebenen Tech-
niken vorstellen.

6.1 Visualisierung der Schwarzschild-Metrik

Bei diesem Projekt geht es nur um die Veranschaulichung der Raumzeitkriimmung
und nicht um eine physikalisch korrekte Darstellung der Umgebung eines Neutro-
nensterns oder Schwarzen Lochs. Deshalb verwende ich unrealistische, aber einfa-
che geometrische Objekte mit ebenfalls unphysikalischen, aber die rdumliche Vor-
stellung unterstiitzenden Oberflichenmustern. Diese Objekte bewegen sich in der
Schwarzschild-Metrik und werden von einer simulierten Filmkamera aufgenommen.
Der berechnete Film wurde auf 8 mm-Film, 16 mm-Film und Video aufgezeichnet.

Im Bildanhang sind einige Bildsequenzen aus diesem Film zu finden. Die in
den Bildunterschriften aufgefiihrten physikalischen Gréfien sind in geometrischen
Einheiten dimensionslos angegeben.

Die Abb. A.1a—f zeigen Neutronensterne mit gleich groer Oberfliche (Schwarz-
schild-r-Koordinate der Oberfliche = 4) aber verschiedener Masse M. In den Bild-
unterschriften ist auerdem das Verhéltnis Sternradius zu Schwarzschildradius r /7
angegeben. Je grofler die Masse ist, desto weiter sieht man um den Stern herum
und desto grofer erscheint der Stern dem fiir jedes Bild in gleicher Entfernung
sitzenden Beobachter. Das in Abb. A.1f gezeigte r/rs-Verhiltnis von 9/8 ist die
unterste Grenze fiir einen stabilen Stern aus inkompressibler Materie.

In Abb. A.2a—f und Abb. A.3a—f sind verschiedene Phasen des Umlaufs eines
masselosen Begleitsterns um einen Neutronenstern (r = 4) dargestellt. In Abb.
A.2 hat der Neutronenstern die Masse 0, die Raumzeit ist flach. Abb. A.3 zeigt
,dieselbe Szene, nur hat der Neutronenstern die Masse 1, die Raumzeit ist also
gekriimmt.

Die Anwendung des Begriffs ,,dieselbe Szene“ ist hier etwas problematisch, da
verschieden gekriimmte Rédume nicht ldngen- und winkeltreu auf einander abgebil-
det werden konnen (siehe dazu Abschnitt 7.2).

Im Verlauf der Bilderserie Abb. A.4 bildet sich im Zentrum eines Rings ein
Schwarzes Loch mit von 0 bis 1 anwachsender Masse. Der innere Radius des Rings
ist 8, der duflere 12 und die Dicke ist 1. Mit Radius ist hier 27 /Umfang gemeint.

Abb. A.5 zeigt dieses Schwarze Loch (M = 1) mit dem Ring in verschiedenen
Winkelstellungen.

Ein der Physik etwas n#heres Beispiel ist in Abb. A.6 und Abb. A.7 zu se-
hen. Hier ist die Geometrie einer Akkretionssdule (s. Abschnitt 6.4) dargestellt.
Die Form der Siule ist durch das Magnetfeld des Sterns (wir nehmen hier ein
Dipolfeld an) gegeben. Dieses ist so stark, daf} sich ionisierte Materie nur lings
der Magnetfeldlinien bewegen kann. Der Rand der Akkretionssiule wird somit aus
Dipolfeldlinien gebildet.
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Abb. A.8 zeigt ebenfalls einen Neutronenstern mit Akkretionssdulen. Sie be-
stehen diesmal aus einem selbstleuchtenden Gas, das frei fallend auf den Stern
stiirzt. Die unterschiedlichen Férbungen beruhen auf einer Kombination von Gra-
vitationsrotverschiebung und durch die hohe Geschwindigkeit verursachter Dopp-
lerverschiebung. Wenn die Séule vor dem Stern steht, féllt das Gas vom Betrachter
weg, das Spektrum wird rotverschoben und dunkler. Steht die Sdule hinter dem
Stern, fillt das Gas auf den Betrachter zu, es ergeben sich eine Blauverschiebung
und Intensitétssteigerung.

6.2 Rotierende Neutronensterne

Als Beispiel fiir eine nicht kugelsymmetrische, numerisch vorgegebene Metrik wur-
den in Zusammenarbeit mit Joachim Heimberger Bilder eines rotierenden Neutro-
nensterns berechnet.

In diesem Modell werden ausgehend von einer Zustandsgleichung fiir die Kern-
materie die Form eines mit einer bestimmten Winkelgeschwindigkeit starr rotie-
renden Neutronensterns und die Metrik in seiner Umgebung selbstkonsistent be-
rechnet.

Jede axialsymmetrische stationidre Metrik kann in folgender Form geschrieben
werden:

ds” = e (W W4 g° guy dada’ + W?dg?) — €? (dt + Ad)”

a,b,c,d =1,2.
Niheres zu dieser Metrik ist in [NEU84] und [NEUS85] zu finden. Die vier Potentiale
U(z',2?), W(z', 2%), a(z',2?) und A(z',z?) sind Skalare. Sie konnen aus den
Skalarprodukten der zwei Killingvektoren & = 9/0t und § = 0/0¢ berechnet
werden:

€& =—-"  (&n)=-A,  (nn) =W - A%,

67204 — 672UI/V’CVV’d ng-

Diese Potentiale und damit die Metrik wurden fiir starr rotierende Neutronen-
sterne (4-Geschwindigkeit der Sternmaterie u = &€ + Qn; Q@ = Winkelgeschwindig-
keit fiir einen Beobachter im Unendlichen) von H. Herold numerisch bestimmt.

Die daraus, von J. Heimberger berechneten Christoffel-Symbole wurden nun in
das Visualisierungsprogramm eingefiittert. Abb. A.9 zeigt das resultierende Bild.

6.3 Visualisierung eines Gravitationskollapses

Das zu beobachtende Objekt ist ein frei kollabierender, kugelsymmetrischer Stern
(s. Abschnitt 4.6).

Zur Berechnung der Bahnkurve P(\) eines radial frei fallenden Teilchens findet
wieder die Geodétengleichung Verwendung. Die Anfangsbedingungen werden so

..,
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gewdhlt, daB sich das Teilchen fiir (Schwarzschild-) Zeiten ¢t < 0 in Ruhe am Ort
mit der Schwarzschild-r-Koordinate ry befindet.

Der in den Bilderserien Abb. A.10 und A.11 dargestellte Stern hat eine Masse
von 1 und einen anfinglichen Radius von 4. Die Farbe entspricht der Strahlung
eines schwarzen Korpers mit einer Temperatur von 20000 K.

Die Rotfirbung des kollabierenden Sterns riihrt von der wachsenden Gravita-
tionsrotverschiebung, sowie von der Dopplerverschiebung der sich vom Beobachter
mit immer grofler werdender Geschwindigkeit entfernenden Sternoberfléche her.

Mit der Rotverschiebung ist gleichzeitig eine Intensitidtsverminderung verbun-
den. Diese ist so stark, dal die Helligkeit der roten Pixel angehoben werden muf}te
um die Sichtbarkeit der geometrischen Struktur zu erhalten.

6.3.1 Beobachtung aus der Ferne

In Abb. A.10 bleibt der Beobachter in sicherem Abstand (10001/) in Ruhe sit-
zen. Wir erkennen, dafl der mittlere Teil des Sterns zuerst zu kollabieren scheint.
Dies ist ein Effekt der Lichtlaufzeiten. Der mittlere Teil des Bildes gehort zu dem
Teil des Sterns, der ndher beim Betrachter ist. Lichtstrahlen, die von dort kom-
men, sind nicht so lange unterwegs, wie diejenigen, die vom Rand kommen, und
reprisentieren deswegen einen spéteren Zustand des Kollapses.

In der Endphase des Kollapses ist nur noch ein schmaler Ring zu sehen. Er be-
steht aus Photonen, die tangential emittiert wurden, kurz bevor die r-Koordinate
der Sternoberfliche den Wert 3M erreicht hatte. Bei r = 3M sind fiir Photonen
(instabile) Kreisbahnen moglich, so dafl Photonen, die auf eine solche Umlaufbahn
gelangen, den Stern mehrere Male umkreisen kénnen bevor sie beim Beobachter
ankommen (s. Abschnitt 3.3).

6.3.2 Beobachtung aus der Nihe

In Abb. A.11 beginnt der Beobachter gleichzeitig mit der Sternoberfléche frei zum
Koordinatenursprung zu fallen. Zu Beginn des Kollapses befindet er sich bei r =
6M. Von der Durchquerung des Schwarzschildradius (Abb. A.11h) bemerkt er
nichts. Die Bilderserie endet bei r = 0.

6.4 Lichtkurven von Rontgenpulsaren
6.4.1 Rontgenpulsare

Ein Rontgenpulsar ist ein stark magnetisierter, rasch rotierender Neutronenstern,
der zusammen mit einem normalen Stern ein enges Doppelsternsystem bildet.
Durch seinen kleinen Radius von etwa 10 km und seiner im Vergleich dazu grofien
Masse von ungefihr einer Sonnenmasse ist ein Neutronenstern ein duflerst kom-
paktes Objekt mit einer Dichte von =~ 10'% g/cm?.

Durch die starke Gravitationswirkung wird Masse aus dem normalen Begleit-
stern herausgezogen. Diese stromt auf den Neutronenstern zu und bildet um ihn
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Abb. 5: Lichtkurve von Her-X1

herum eine diinne Scheibe, die sogenannte Akkretionsscheibe. Von deren innerem
Rand stiirzt die Materie dann endgiiltig auf die Neutronensternoberfliche. Die ioni-
sierte Materie, die aus der Scheibe in das extrem starke Magnetfeld (10® — 10 Tesla
an der Sternoberfliche) des Neutronensterns eintritt, kann sich nur noch léings der
Magnetfeldlinien bewegen und wird daher zu den Magnetpolen hin gebiindelt. Das
fallende Plasma bildet iiber den Magnetpolen eine sogenannte Akkretionssdule.

Bei den beiden Magnetpolen treffen auf eine Fldche von nur wenigen Qua-
dratkilometern 100 Milliarden Tonnen Materie pro Sekunde mit bis zu 70% der
Lichtgeschwindigkeit auf. Dabei wird die Oberfliche durch die bei der Abbrem-
sung freigesetzte kinetische Energie auf Temperaturen von ca. 100 Millionen Grad
aufgeheizt, was zur Emission von Rontgenstrahlung fiithrt. Die Emissionsgebiete
werden Hotspots genannt.

Die Abstrahlung des Rontgenlichts ist auf eine oder mehrere Vorzugsrichtun-
gen konzentriert. Da die Achse durch die magnetischen Pole im allgemeinen nicht
mit der Rotationsachse zusammenfillt, sehen wir die Rontgenstrahlung mit der
Rotationsperiode gepulst.

6.4.2 Lichtkurven

Diese, mit Rontgensatelliten wie dem EXOSAT oder ROSAT empfangene,
spektral- und zeitaufgeloste Strahlung ist die einzige Information, die wir von solch
einem System bekommen kénnen. In Abb. 5 ist eine Lichtkurve der Réntgenquelle
Her X-1 dargestellt.

Zur Verifizierung eines physikalischen Modells dieses Systems miissen wir also
die mit diesem Modell berechneten Lichtkurven mit den gemessenen vergleichen.

Daf} die relativistische Lichtablenkung auf diese Lichtkurven einen grofien Ein-
flufl hat, wird aus Abb. 6 ersichtlich. Die Kurve mit Lichtablenkung verlduft viel
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Abb. 7: Lichtkurve zweier gegeniiberliegender Hotspots mit Streuung in der Akkretionssiule

flacher, was mit der grofieren sichtbaren Sternoberfliche zu erkliren ist (siehe auch
Abb. A.1).

Beriicksichtigt man noch die Streuung der vom Hotspot emittierten Strahlung
in einer Akkretionssiule, so erhilt man z. B. die Lichtkurve in Abb. 7. Diese Kurve
basiert auf einem Modell von Ute Kraus ([KRA89]). Bei der Phasenlage ¢ = 0, bei
der die Akkretionssdule zum Betrachter hin zeigt, hat diese Kurve, im Gegensatz
zur Kurve ohne Séule, ein Minimum. Dieses riihrt von einer Resonanzstreuung in
der Sdule her. In der Hohe, in der die Zyklotronfrequenz der Elektronen im nach
oben abnehmenden Magnetfeld des Neutronensterns genau so grof} ist, wie die
Energie der vom Hotspot emittierten Photonen, werden diese resonant gestreut.

Da fiir die Lichtkurven kein aufgelostes Bild, sondern nur die Gesamtintensitét
gefragt ist, mufl man nach der Bildberechnung noch iiber die Filmfliche inte-
grieren (summieren). Die fiir verschiedene Winkelstellungen der Akkretionssiule
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zum Beobachter berechneten Intensitidtswerte kénnen nun zu einer zeitaufgelosten
Lichtkurve zusammengesetzt werden.

Interessant ist, daf fast alle beobachteten Lichtkurven asymmetrisch sind. Dies
ist mit den bisher untersuchten Modellen, die auf zylindersymmetrischen S&ulen
basieren, nicht zu erkliren. Zur Zeit wird der EinfluB unsymmetrischer Siulen
(halbkreis- oder sichelférmiger Querschnitt) auf die Form der Lichtkurven unter-
sucht. Solche Querschnitte folgen aus Uberlegungen iiber die Art, wie Materie vom
inneren Akkretionsscheibenrand auf die zum Stern fiihrenden Magnetfeldlinien ge-
langt. Es stellt sich aber leider heraus, dafl man, um unsymmetrische Kurven zu
erhalten, zuséitzlich die himmelsmechanisch wahrscheinliche Annahme, die Rota-
tionsachse des Sterns stehe senkrecht auf seiner Bahnebene bzw. der Akkretions-
scheibe, aufgeben muf.

6.4.3 Visualisierung zur Kontrolle der Geometrie

Da allein die Geometrie des zu modellierenden Systems schon sehr komplex ist,
wird die Kontrolle seiner rdumlichen Struktur zu einem wesentlichen Faktor bei
der Umsetzung einer physikalischen Theorie in ein Computermodell.

Einfache Fehler, wie eine durch falsche Parameterwahl statt an der Sternober-
fliche 10 km dariiber endende Akkretionssiule, sind bei der Programmentwicklung
nicht zu vermeiden. Sie lassen sich auf einem Bild wesentlich leichter erkennen, als
etwa durch den Vergleich zweier Lichtkurven.
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7 Technische Detalils

Dieses Kapitel enthélt einige willkiirlich ausgew#hlte Details der konkreten Arbeit
und ist fiir denjenigen Leser gedacht, der sich mit dhnlichen Problemen beschéfti-
gen will.

7.1 Koordinatensysteme

Im mathematischen Teil habe ich fiir die Darstellung des rdumlichen Teils der
Schwarzschild-Metrik Kugelkoordinaten (r, 6, ¢) verwendet.

Fiir numerische Rechnungen im Raum haben Kugelkoordinaten aber den
grofien Nachteil, daf} sie iiber den Polen (f = 0) singulédr werden: g4, ist dort = 0.
Die Moglichkeit den Code zu vektorisieren wird durch die dadurch notwendigen
Fallunterscheidungen stark eingeschrinkt.

Ein zweiter Nachteil ist, da Drehungen um eine Achse durch den Ursprung in
Kugelkoordinaten nur mit sehr viel Trigonometrie beschreibbar sind.

Ich habe daher eine Art kartesischer Koordinaten (x,y, z) verwendet. Sie erge-
ben sich aus den Kugelkoordinaten nach den bekannten Umrechnungsformeln:

T = 7T cos¢sinf,
= rsin¢ sinf,

z = 71 cosf.

Diese Koordinaten gehen fiir grofle r in ,richtige“ kartesische Koordinaten iiber.
In der Ndhe des Ursprungs weichen sie jedoch davon ab. Die Basisvektoren sind
nicht mehr orthonormal; die Nichtdiagonalelemente der Metrik werden # 0. Mit

ro= 224 y?+ 22

M
a = r2(r —2M)’
M(r —2M)
2 =
r
M(4M — 3r)
g = —— =
’ ro(r —2M) "’
oM
Cyq 7
sind die Metrik
—(1—2M/r) 0 0 0
B 0 1+c2?2  cay T2
Job = 0 cyr  1+cay?  cyz
0 C12T 12y 1+ ¢22
35



und die Christoffel-Symbole:

1 .
0 _ 10 _ i
IT=1% = 50155,
i i
Iy = exa,
Iy = esaizbak + ey o,

Fikl = Filk = C3 l'iib'k.fb'l fiir £ 7£ l.

Daraus ergeben sich die Differentialgleichungen fiir die Photonenbahnen:
- ]- -0 11
§ = —jatf > i,
i

o= -

(%) + e3 (Z xx>2 + ¢4 zij(:'vif] ',

Aus der Kugelsymmetrie kann man weiter folgern, daf sich in diesen pseudo-
kartesischen Koordinaten Drehungen um eine Achse durch den Ursprung genauso
wie bei richtigen kartesischen Koordinaten mit Drehmatrizen beschreiben lassen.

Ein weiterer Vorteil dieser Koordinaten ist, dafl Photonenbahnen fiir grofe
r durch lineare Interpolation der Koordinatenwerte sehr gut angenihert werden
kénnen.

7.2 Was heiflt: ,,dieselbe Szene*“?

Im Kapitel 6.1 wurde der Begriff ,,dieselbe Szene“ verwendet, um auszudriicken,
daf} zwei Bilder bis auf die Raumzeitkriimmung die gleiche physikalische Situation
darstellen sollen. Hier zeigt sich ein grundlegendes Problem: Genausowenig wie auf
einer gekriimmten Kugeloberfliche dasselbe Muster wie auf einer ebenen Fléiche
dargestellt werden kann, ist es in einem gekriimmten Raum mdoglich, eine aus dem
flachen Raum kommende Geometrie lingen- und winkeltreu zu {ibernehmen.

Bei einer solchen Ubertragung haben wir prinzipiell zwei Moglichkeiten:

Erstens konnen wir versuchen, die Bedeutung eines geometrischen Objektes
zu erhalten. Damit ist gemeint, dafl z. B. eine Kugel eine Kugel bleibt, oder dafl
eine mit einem Meterstab gemessene Lénge gleich bleibt. Daf§ dies nicht konsistent
durchzuhalten ist, ist klar. Aulerdem stellt sich die Frage, welche von mehreren im
flachen Raum gleichwertigen, sich aber jetzt widersprechenden Definitionen eines
geometrischen Objektes man bevorzugt. Eine Kugel mit Radius R konnte man
z.B. so definieren:

Eine Kugeloberfliche M besteht aus allen Punkten K = P(Ag) de-
ren Verbindungsgeodéten P(\) zu einem gegebenen Mittelpunkt M =
P(Am) die Liange R haben:

K A
/ ds:/K\/UQd)\:R,
M At
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mit

Oder:

Eine Kugeloberfliche ist eine geschlossene Fliche konstanter Kriim-
mung mit der Oberfliche A = 47 R?.

Oder:

Eine Kugel ist ein Raumgebiet mit dem Volumen V' = %ﬂ'RS und mi-
nimaler Oberfliche.

Jede dieser gleichberechtigten Definitionen ergibt im euklidischen Raum die
gleiche, im gekriimmten Raum eine verschiedene Fliche.

Die zweite Moglichkeit, eine im flachen Raum gegebene Szene in den gekriimm-
ten zu iibertragen, ist, zwei Koordinatensysteme zu wéhlen, die in beiden Rdumen
eine , moglichst dhnliche® Metrik haben und dann die im flachen Raum gegebenen
Punkte an dieselben Koordinaten im gekriimmten Raum zu setzen.

Ich habe die zweite Methode gewéhlt, da sie zwar genauso mehrdeutig ist, wie
die erste, aber rechnerisch wesentlich einfacher zu handhaben.

In diesem Sinne entsprechen die Bilder Abb. 2 und Abb. 3 nicht derselben
Szene. Bei beiden sind jedoch die in Abschnitt 5 erwéhnten, zur Beschreibung der
Kugelgeometrie verwendeten Abstandsfunktionen D(P) gleich definiert:

D(P) = \lz (27(P) — 27(M))” — Rk,

=1

wobei M der Kugelmittelpunkt und Rx der Kugelradius ist.

7.3 Rechenzeitoptimierung

Im Rahmen dieser Arbeit wurden iiber 12000 Bilder mit je 1000 - 1000 Punkten
berechnet. Betrachtet man diese enorme Datenmenge, wird klar, dafl sie nur in
endlicher Rechenzeit zu bewiltigen ist, wenn man nicht fiir jedes der ~ 10 Pi-
xel die Geoditengleichung von der Kamera bis zu den abzubildenden Objekten
integriert, sondern versucht, erstens die Anzahl der zu berechnenden Pixel und
zweitens den Rechenaufwand pro Pixel zu minimieren.

7.3.1 Minimierung der Anzahl der zu berechnenden Punkte

Es geht darum, die Punkte herauszufinden, bei denen sich eine genaue Berech-
nung lohnt, d.h. diejenigen, deren Werte sich wesentlich von den Werten ihrer
Nachbarpunkte unterscheiden.
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Dazu wird das Bild zuerst mit einem groben Gitter, das jede freistehende Struk-
tur mit mindestens einem Punkt erfafit, {iberzogen. Dort wo sich benachbarte Git-
terpunkte stark unterscheiden, wird rekursiv verfeinert, bis die gewiinschte Auf-
16sung erreicht ist.

In dem so berechneten, je nach Bildinhalt 6rtlich verschieden fein aufgelosten,
Gitter unterscheiden sich benachbarte Gitterpunkte jetzt so wenig, dafl die noch
fehlenden Punkte ohne groflen Fehler durch Interpolation ermittelt werden konnen.

Bei den meisten berechneten Bildern konnte damit die Anzahl der zu berech-
nenden Pixel um den Faktor 20-30 reduziert werden.

Da dieser Algorithmus quasi ,an den Objektkanten entlang rechnet“, ergibt
sich auflerdem ein nur etwa linear mit der Bildgrofie ansteigender Rechenaufwand.

7.3.2 Minimierung des Rechenaufwands fiir ein Pixel

In einer kugelsymmetrischen Metrik laufen die Photonen in einer Ebene durch den
Koordinatenursprung. Um alle Photonenbahnen zu kennen, geniigt es also, diese in
einer Ebene (z.B. der Aquatorebene) zu berechnen. Die qualitativ verschiedenen
Bahnen (die, die sich nicht durch Drehungen, Spiegelungen und Verschiebungen
aufeinander abbilden lassen) bilden eine eindimensionale Kurvenschar. Als Schar-
parameter kann z. B. der Stofiparameter b gewihlt werden.

Diese Bahnen konnen in einer zweidimensionalen (Indizes = b, \) Tabelle abge-
legt und in einer Datei fiir simtliche Bilder der Schwarzschild-Metrik gespeichert
werden. Um eine spezielle Bahn zu erhalten, mufl nur eine dazu passende (mit glei-
chem b) aus der Tabelle ausgelesen und mit einer Drehmatrix in die gewiinschte
Ebene gedreht werden.

Verwendet man die oben erwdhnten pseudokartesischen Koordinaten, kénnen
die fiir die Rechnung benéstigten Punkte der Photonenbahn P (b, \) mit relativ klei-
nem Fehler durch lineare Interpolation zwischen den in der Tabelle vorhandenen
Stiitzstellen berechnet werden.

7.4 Beschreibungssprache fiir Objekte
und Filmsequenzen

Zur Beschreibung der Geometrie und anderer Parameter einer abzubildenden Szene
wurde eine Beschreibungssprache entwickelt. So kénnen verschiedene Filmsequen-
zen mit demselben Programm berechnet werden. Fiir jede Filmsequenz wird in
dieser Sprache ein Daten-File erstellt, das zu Beginn des Programms eingelesen,
interpretiert und in eine interne Datenstruktur umgesetzt wird. Vor der Interpre-
tation wird das Daten-File noch mit dem C-Preprozessor bearbeitet, so dafl dessen
Maoglichkeiten (Kommentare, #include, #define, #ifdef usw.) uneingeschrinkt
genutzt werden konnen.

Die Syntax der Sprache ist an LISP angelehnt. Das Datenfile besteht aus einer
Folge von Listen:
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(func argl arg2 ...)
(func argl arg2 ...)

Das erste Element einer Liste ist eine Funktion, die auf die restlichen Elemente
angewendet wird.

Die einzelnen Objekte einer Szene kénnen als hierarchische Struktur aus Grund-
elementen wie Kugeln, Kegelstiimpfen und Zylindern mittels beliebig kombinier-
barer Koordinatentransformationen (Drehungen um Koordinatenachsen und Ver-
schiebungen) zusammengesetzt werden. Aufierdem gibt es die Moglichkeit mit ,,un-
sichtbaren“ Objekten Stiicke wieder ,herauszuschneiden“. Der Ring um den Neu-
tronenstern beispielsweise besteht aus einem flachen Zylinder, aus dem in der Mitte
ein kleinerer Zylinder ,herausgestanzt® wurde. Um festzulegen, welches von zwei
sich {iberlappenden Objekten giiltig ist, kann jedem Objekt eine Prioritéit zugeord-
net werden. In oben genanntem Beispiel muf§ der innere Ring eine hohere Prioritét
haben als der duflere. Der Neutronenstern besitzt die hichste Prioritét.

7.4.1 Beispiel eines Daten-Files

Dieses Daten-File beschreibt einen Neutronenstern mit Ring. Das Ganze dreht sich
in 0.5°-Schritten um sich selbst.

/* Daten-File bs */
#include "names.h"

/* Definition der Filmsequenz */

(defmovie

(loop (720 (0) (0.5)) /* definiert Parameter $1 zu 0, 0.5, ... 359.5 %/
)

(set Masse 1.0)
(setname bs)

/* Kameraposition und Brennweite */
(defcamera (pos 120 0 0) (foc 2.0))

/* Definition von verschiedenen Koordinatendrehungen */
#define SternRot 100
#define Raumdrehung 300

/* Koordinaten-Transformationen def. */
(deftrafo SternRot

(rot Z 0)
)

(deftrafo Raumdrehung
(rot Y $1) /% Drehung um die in der defmovie-Anweisung definierten Winkel */

)

(deftrafo NeutronensternTrafo
(trafo SternRot) (trafo Raumdrehung)

)
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(deftrafo ScheibeTrafo
(trafo Raumdrehung)

)

/* Objekt Neutronenstern def. */
(defobject Neutronenstern
(trafo NeutronensternTrafo)
(struct opaque)
(proc Karo)

)

/* Geometrie von Neutronenstern def. */
(defsolid 1 0

(trafo NeutronensternTrafo)

(prio NeutronensternPrio)

(ball 4)

(object Neutronenstern)

)

/* Objekt Scheibe def. */
(defobject Scheibe
(trafo ScheibeTrafo)
(struct opaque)
(proc Karo)

)

/* Geometrie von Scheibe def. */
(defsolid 4 0

(trafo ScheibeTrafo)

(object Scheibe)
)

/* Kinder von 4 */
(defsolid 41 4 (prio 100) (cone -0.5 1.0 12 12))
(defsolid 42 4 (prio 200) (cone -1.0 2.0 8 8) (object InvisibleObject))

7.5 Wie entsteht ein Film?

Zur Aufnahme von 8 mm- oder 16 mm-Filmen besitzt die Theoretische Astrophy-
sik der Uni Tiibingen eine abdunkelbare Ecke, in der auf einer optischen Bank vor
einem hochauflésenden Farbbildschirm eine Filmkamera montiert werden kann.
Die Bilder eines Films werden einzeln auf den Schirm gebracht und mit ca. 2s
Belichtungszeit aufgenommen. Einzelbildaufnahmen sind notwendig, weil die Plat-
tenzugriffszeiten zu lang sind, um die Bilder in Echtzeit (18 bzw. 24 Bilder/s) auf
den Bildschirm zu bringen. Auflerdem kann durch die lange Belichtungszeit ein
niedrigempfindlicher und damit héherauflésender Film verwendet werden.

Fiir Videofilme ist das Einzelbildverfahren ungeeignet, da die Aufnahme eines
Bildes wegen der notwendigen Synchronisation von Band und Aufnahmekopf ca.
30sec dauert. AuBlerdem wére der Verschleiff des Aufnahmekopfes sehr hoch.

Das Rechenzentrum der Universitit Stuttgart bietet zur Zeit folgende Losung
an: Die Bilder werden einzelbildweise auf eine optische Platte geschrieben, von der
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sie dann in Echtzeit sequentiell auf Videoband iiberspielt werden kénnen.

7.6 Farbendarstellung

Das zu visualisierende physikalische Modell liefert uns ein Spektrum I(v). Es ist
im allgemeinen unmoglich, einen Bildschirm oder ein Fotopapier dazu zu bewegen,
dieses Spektrum originalgetreu abzustrahlen bzw. bei einer bestimmten Beleuch-
tung zu reflektieren. Gliicklicherweise ist das auch gar nicht notwendig. Das auf
Erfahrungstatsachen basierende farbmetrische Grundgesetz ([RICH80] S. 31f) be-
sagt namlich (Zitat):

Das helladaptierte trichromatische Auge bewertet die einfal-
lende Strahlung nach drei voneinander unabhingigen spek-
tralen Wirkungsfunktionen linear und stetig, wobei sich die
Einzelwirkungen zu einer untrennbaren Gesamtwirkung ad-
dieren.

Oder kurz ausgedriickt: Farben sind Elemente eines dreidimensionalen Vektor-
raums.

Das Spektrum kann als Element eines unendlichdimensionalen Vektorraums
aufgefafit werden. Es enthilt also viel mehr Information, als unser Auge erfas-
sen kann. Die oben erwiihnte Bewertung mit drei Empfindlichkeitskurven e;(v)

entspricht einer Projektion auf einen dreidimensionalen Untervektorraum mit der
Basis ¢;(v) (i =1,2,3):

F;, = /I(l/)ei(u) dv, i=1,2,3. (53)

Dieser dreidimensionale Farbvektor F' reprisentiert eindeutig den Farbeindruck,
den unser Auge von dem gegebenen Spektrum hat.

Die Farbdarstellung auf einem Bildschirm bzw. Film oder Videoband beruht
in dem hier verwendeten RGB-Farbmodell auf der additiven Farbmischung der
drei Grundfarbenkomponenten Rot, Griin und Blau. D. h. diese drei Farben bilden
die Basis, in der alle Farben durch einen 3-Vektor dargestellt werden kénnen. Die
Komponenten (R, G, B) dieses Vektors sind die Anteile der Grundfarben an dieser
Farbe.

Die Menge der auf einem Bildschirm darstellbaren Farben ist allerdings techni-
schen Einschrinkungen unterworfen. Negative Farbkomponenten, die bei der Ab-
bildung von reinen Spektrallinien vorkommen wiirden, kénnen natiirlich nicht dar-
gestellt werden. Nach oben sind die Amplituden ebenfalls beschrinkt.

Bei einem relativ flach verlaufenden Spektrum, wie etwa dem Planckspektrum,
kann man die Integrale aus Gleichung (53) durch eine Summe aus wenigen gewich-
teten Einzelintensitéten ersetzen.
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8 Zusammenfassung

Man nehme eine Kamera, setze sie an eine beliebige Stelle des Weltalls, und betéti-
ge den Ausloser.

Was ist nach dem Entwickeln auf dem Film zu sehen?

Diese Frage stellten wir uns am Anfang der Arbeit. Motiviert wurde sie durch den
Wunsch, astrophysikalisch interessante Vorgénge anschaulich zu machen und sie
damit besser verstehen zu kénnen.

In der Einleitung wurde die These aufgestellt, daf} ein Film die beste Moglich-
keit sei, physikalische Vorgéinge anschaulich und — relativistischer Tradition fol-
gend — kovariant darzustellen.

Mangels Reisemitteln konnte ein solcher Film leider nicht vor Ort gedreht wer-
den. Wir muflten uns mit einer simulierten Kamera in das simulierte Universum
im Innern eines Computers begeben.

Ein Standardverfahren um photorealistische Bilder zu berechnen, ist das soge-
nannte Ray-Tracing: Zu jedem Punkt der Filmfliche suchen wir die Herkunft eines
dort auftreffenden Lichtstrahls. Dazu wird jeder Lichtstrahl von der Kamera aus
riickwéirts verfolgt, bis er ein darzustellendes Objekt trifft.

Das iiblicherweise verwendete Ray-Tracing-Verfahren basiert auf einer gerad-
linigen unendlich schnellen Lichtausbreitung in einem dreidimensionalen euklidi-
schen Raum.

Diese Grundlagen sind in der Nihe kompakter kosmischer Objekte nicht mehr
haltbar. In dieser Arbeit wird deshalb das Ray-Tracing-Verfahren in zwei wichtigen
Punkten erweitert:

e Ubergang vom dreidimensionalen Raum zur vierdimensionalen Raumzeit:
Damit konnen relativ zur Kamera bewegte Objekte unter Beriicksichtigung
von Lichtlaufzeiten, Aberration, Lorentzkontraktion, Dopplereffekt usw. phy-
sikalisch korrekt und mathematisch einfach dargestellt werden.

o Ubergang von einer flachen zu einer beliebig gekriimmten Raumzeit: Damit
werden Effekte erfaflt, die durch gravitative Lichtablenkung oder durch die
ungewohnliche Kausalstruktur in der Nihe eines Schwarzen Loches entste-
hen.

Mit diesen Verallgemeinerungen wird es moglich, in auf der Erde unvorstellba-
ren, im Weltall aber alltdglichen Umgebungen zu physikalisch korrekten Bildern
zu kommen.
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A Bilder

Auf den folgenden Seiten sind einige der berechneten Bilder abgedruckt. Die in
den Bildunterschriften aufgefiihrten physikalischen Gréfien sind in geometrischen
Einheiten dimensionslos angegeben. Nimmt man als Lingeneinheit z. B. 2km, so
erhilt man Gréflenordnungen, die bei einem typischen Neutronenstern vorkommen.
Der Masse 1 entsprechen dann ca. 1.5 Sonnenmassen. Die Zeiteinheit wére 6.6 ms.

Die Bilder Abb. A.1 — A.7 zeigen verschiedene Objekte in der Schwarzschild-
metrik. Hier soll der Einflufl der gravitativen Lichtablenkung auf das ,, Aussehen*
dieser Objekte deutlich gemacht werden.

In Abb. A.8 ist ein Neutronenstern mit zwei Akkretionssidulen dargestellt. Die
Séulen bestehen aus einem leuchtenden Gas, das mit grofier Geschwindigkeit (bis
zu 0,7 c) auf den Stern féllt. Die verschiedenen Férbungen der beiden Sdulen wer-
den durch den relativistischen Dopplereffekt verursacht. Die hintere Sédule ist auf-
grund der gravitativen Lichtablenkung auf beiden Seiten des Sterns zu sehen.

Viele Neutronensterne rotieren sehr schnell. Die Zentrifugalkraft verursacht ei-
ne Abplattung des Sterns. Auflerdem &ndert sich die Metrik in seiner Umgebung.
Die Photonen werden etwas , mitgefiihrt“. In Abb. A.9 ist ein solcher Stern darge-
stellt.

Die letzten beiden Bildsequenzen zeigen das Entstehen eines Schwarzen Loches,
einen Gravitationskollaps. Fiir einen entfernten Beobachter ist ein solcher Kollaps
in Abb. A.10, fiir einen mitfallenden Beobachter in Abb. A.11 dargestellt. Inter-
essant ist, dafl der Kollaps fiir jeden der beiden Beobachter qualitativ verschieden
ablduft. Der entfernte Beobachter sieht, wie die Sternoberfliche nach innen fillt,
sich dem Schwarzschildradius immer weiter nihert, ihn aber nie iiberschreitet. Der
mitfallende Beobachter fillt hinter der Sternoberfliche durch den Schwarschildra-
dius hindurch (Abb. A.11h), ohne etwas davon zu bemerken.



e: M =1.54,r/rs =13 f: M =1.78,r/rs =9/8

Abb. A.1: Neutronenstern mit Radius 4 und variabler Masse
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b: 60°

c: 90° d: 120°

e: 150° f: 180°

Abb. A.2: Umlauf eines masselosen Begleitsterns um einen Neutronenstern. Masse
des Neutronensterns: 0, Radius des Neutronensterns: 4, Radius des Begleitsterns:
8, Bahnradius: 20
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b: 60°

c: 90° d: 120°

e: 150° f: 180°

Abb. A.3: Umlauf eines masselosen Begleitsterns um einen Neutronenstern. Masse
des Neutronensterns: 1, Radius des Neutronensterns: 4, Radius des Begleitsterns:
8, Bahnradius: 20
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ccM=04 d: M =0.6

e: M =0.8 f: M =1.0

Abb. A.4: Im Zentrum eines Rings (innerer Radius 8, iierer Radius 12, Dicke 1)
bildet sich ein Schwarzes Loch mit wachsender Masse



Abb. A.5: Ring um Schwarzes Loch (M = 1) in verschiedenen Stellungen
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a: 0° b: 30°

d: 90°

e: 120° f: 150°

Abb. A.6: Neutronenstern (M = 0) mit einer Akkretionsséule.
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a: 0° b: 30°

d: 90°

e: 120° f: 150°

Abb. A.7: Neutronenstern (M = 1) mit einer Akkretionsséule.
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Abb. A.8: Neutronenstern mit zwei aus frei fallendem selbstleuchtendem Gas be-
stehenden Akkretionssiulen.
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Abb. A.10: Gravitationskollaps eines Neutronensterns mit der Masse M = 1 von
einem entfernten Beobachter gesehen.
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b: 7 =4.00, r = 5.77

c: 7 =6.00, r =5.49 d: 7=824,r=5.0

eeT=113,r=4.0 f: 7 =13.36,r = 3.0

Abb. A.11: Gravitationskollaps eines Neutronensterns mit der Masse M = 1 von
einem mitfallenden Beobachter gesehen. Zu Beginn des Kollapses hat der Neutro-
nenstern einen Radius von 4M, der Beobachter sitzt bei 6M. Die Sternoberfliche
und der Beobachter beginnen zur Beobachter-Eigenzeit 7 = 0 frei zum Sternzen-
trum hin zu fallen. Die angegebene r-Koordinate ist die des Beobachters.
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h: 7 =14.82, r = 2.0

irT=15.38,r=1.5 o7 =15.82,r=1.0

k: 7 =16.15,r = 0.5 I: 7 =16.32, r = 0.04
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